
Scientif ic and technical journal

133'2024

Àííîòàöèÿ
Ââåäåíèå. Многочисленные опытные данные россий-
ских и зарубежных исследователей свидетельствуют, 
что классические гипотезы пластичности не учитыва-
ют разного сопротивления одноосному растяжению 
и сжатию, влияние шарового тензора. В то же время 
опыты показывают, что предельное сопротивление за-
висит от вида напряженного состояния, а гидростати-
ческое давление способствует повышению прочности 
и пластичности твердых тел. 
Öåëü. Установление зависимости влияния второй со-
ставляющей напряжений при двухосном сжатии бето-
на на параметры полных диаграмм деформирования 
материала σbR и εbR, необходимых для описания ука-
занных диаграмм, и построение замкнутой кривой на 
плоскости главных напряжений (критерий прочности 
бетона). 
Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. На основании эксперименталь-
ных материалов зарубежных и отечественных иссле-
дователей, включая опыты авторов статьи, методов 
механики деформированного твердого тела предло-
жены предельные кривые и замкнутая кривая на пло-
скости главных напряжений в виде цепной линии, об-
разующей при вращении поверхность прочности наи-
меньшей площади в форме катеноида. 
Ðåçóëüòàòû. В статье приведен анализ известных кри-
териев прочности с точки зрения их геометрической 
интерпретации в пространстве напряжений. Показано, 
что перечисленные исследования относятся в основ-
ном к металлам и металлическим конструкциям, а для 
проектирования железобетонных и сталебетонных 
конструкций в условиях сложного напряженного со-
стояния необходимо развитие соответствующего кри-
терия прочности бетона. 

Âûâîäû. В результате предложенные предельные кри-
вые и поверхность (критерий прочности материала) 
на плоскости главных напряжений в форме катеноида 
достаточно точно отражают поведение бетона в усло-
виях равномерного и неравномерного плоского напря-
женного состояния, а уравнение поверхности в форме 
катеноида является обобщением уравнений предель-
ных кривых для каждого из трех видов плоского на-
пряженного состояния. При этом завышения прочно-
сти в области «сжатие – сжатие» в данном случае не 
наблюдается.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: бетон, критерий прочности, двух-
осное сжатие, предельные кривые, поверхность проч-
ности
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Abstract
Introduction. Numerous experimental data from Russian 
and foreign researchers indicate that the classical plas-
ticity hypotheses do not take into account the different 
resistance to uniaxial tension and compression, the influ-
ence of the spherical tensor. At the same time, experi-
ments show that the ultimate resistance depends on the 
type of stress state, and hydrostatic pressure increases 
the strength and plasticity of solids. 
Aim. To establish the dependence of the influence of 
the second component of stresses during biaxial com-
pression of concrete on the parameters of the complete 
diagrams of deformation of the material σbR and εbR it is 
necessary to describe these diagrams, and to construct a 
closed curve on the plane of the main stresses (concrete 
strength criterion). 
Materials and methods. Based on the experimental ma-
terials of foreign and domestic researchers, including 
the experiments of the authors of the article, methods of 
mechanics of deformed solids, limit curves and a closed 
curve on the plane of the main stresses in the form of a 
chain line forming the smallest area strength surface in 
the form of a catenoid are proposed. 
Results. The article provides an analysis of the known 
strength criteria from the point of view of their geometric 
interpretation in the stress space. It is shown that these 
studies relate mainly to metals and metal structures, and 
for the design of reinforced concrete and steel-concrete 
structures in a complex stress state, it is necessary to de-
velop an appropriate criterion for the strength of concrete. 

Conclusions. As a result, the proposed limit curves and 
the surface (material strength criterion) on the plane of 
main stresses in the form of a catenoid accurately reflect 
the behavior of concrete under conditions of uniform and 
uneven flat stress state, and the equation of the surface in 
the form of a catenoid is a generalization of the equations 
of limit curves for each of the three types of flat stress 
state. At the same time, there is no overestimation of 
strength in the "compression – compression" area in this 
case.
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Г.С. Писаренко – А.А Лебедева с опытными данными 
для плоского напряженного состояния, конкретно – 
для двухосного растяжения и случаев, когда одно 
напряжение растягивающее σ

1
 > 0, а другое – сжима-

ющее σ
3
 < 0.

Îñíîâíîé ðàçäåë
В настоящее время существует большое количе-

ство критериев прочности. В работе [11] приведен 
глубокий анализ известных критериев прочности с 
точки зрения их геометрической интерпретации в 
пространстве напряжений, обоснованы требования, 
которым должна удовлетворять геометрия граничной 
поверхности, а следовательно, достоверность соот-
ветствующих критериев.

Вместе с тем перечисленные исследования отно-
сятся к металлам и металлическим конструкциям. 
Для проектирования железобетонных и сталебетон-
ных конструкций в условиях сложного напряженного 
состояния необходимо развитие соответствующего 
критерия прочности бетона. Исследования [12–18 и 
др.] показывают, что с неодноосным напряженным 
состоянием связан ряд важных особенностей пове-
дения бетона под нагрузкой.

Öåëüþ ðàáîòû являлось установление зависимо-
сти влияния второй составляющей напряжений при 
двухосном сжатии бетона на параметры полных диа-
грамм деформирования σbR и εbR, необходимых для 
описания указанных диаграмм, и построение замкну-
той кривой на плоскости главных напряжений (крите-
рий прочности бетона). Анализ данных наших опытов 
и результаты исследований прочности бетона при 
двухосном сжатии, изложенные в работах [16, 17], 
свидетельствуют, что указанная зависимость носит 
нелинейный характер и может быть аппроксимирова-
на квадратной параболой:

 (2)

Построенная на основе уравнения (2) предельная 
кривая представлена на рис. 1, она достаточно хоро-
шо отражает моделируемый процесс. 

Ââåäåíèå
Для оценки прочности любой инженерной кон-

струкции необходимо определение предельного 
напряженного состояния материала, из которого она 
выполнена. Учитывая, что большинство элементов 
современных конструкций работает в сложных усло-
виях силового нагружения, вопросы применимости 
различных подходов к описанию закономерностей 
деформирования за пределом упругости представля-
ются актуальными. 

Твердое тело под нагрузкой разрушается либо 
хрупко, либо вязко. На сегодняшний день нет единой 
теории, которая бы для любого вида напряженного 
состояния однозначно устанавливала и характер 
разрушения, и величину предельных напряжений. 

Классические гипотезы пластичности не учитыва-
ют разного сопротивления одноосному растяжению и 
сжатию, о чем свидетельствуют многочисленные 
опытные данные зарубежных и российских ученых 
[1–4], и не учитывают влияние шарового тензора, в то 
время как опыты показывают, что предельное сопротив-
ление зависит от вида напряженного состояния [3, 5],       
а гидростатическое давление способствует повыше-
нию прочности и пластичности твердых тел [3, 6, 7].

О. Мором была предпринята попытка построения 
обобщенной теории прочности твердых тел, учитыва-
ющей разное сопротивление растяжению и сжатию. 
Однако условие 

         σ
1
 – χσ

3
 = σ

р
оп (1)

оказалось применимым только для частных случаев 
напряженного состояния, когда первое главное 
напряжение растягивающее σ

1
 > 0, а третье – сжима-

ющее σ
3
 < 0. Опыты показали, что неучет второго 

главного напряжения σ
2
 приводил к ошибке порядка 

17 % [8]. В итоге критерий О. Мора стал лишь поправ-
кой критерия Ш. Кулона. 

Критерий Г.С. Писаренко – А.А. Лебедева [9] 
явился улучшенным вариантом критерия  
И. Максвелла – Р. Мизеса. В [10] показано большое 
количество примеров хорошего совпадения критерия 

Ðèñ. 1. Ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ ïðî÷íîñòè áåòîíà ïðè äâóõîñíîì ñæàòèè: 
∇ – îïûòû Õ. Êóïôåðà [17]; î – îïûòû ÍÈÈÆÁ [18]; õ – îïûòû àâòîðîâ [19]
Fig. 1. The limiting curve of concrete strength under biaxial compression: 
∇ – experiments of H. Kupfer [17]; o – experiments of NIIZHB [18]; x – experiments of the authors [19]

= 1 + 1,38        – 1,15 × (       )
2

.

 
σb1_______

Rb

σb2_______

Rb

σb2_______

Rb



Íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé æóðíàë

16 3'2024

Следует отметить, что увеличение отношения 
σb2 /Rb (до определенного предела) положительно 
отражается на прочности бетона. Так, при σb2 /Rb = 0,4 
прочность бетона при двухосном сжатии оказалась в 
наших опытах на 30–37 % выше, чем при осевом 
сжатии, причем прочность бетона в условиях двух-
осного сжатия зависит не только от уровня попереч-
ного обжатия, но и от класса бетона. 

Для определения указанной зависимости введем 
в уравнение (2) коэффициенты K

1
 и K

2
, определяе-

мые из граничных условий:
К

1
 = 1,472 – (Rb – 21,5) × 0,018,

К
2
 = 1,24 – (Rb – 21,5) × 0,0133.              (3)

Коэффициенты К
1
, K

2
 представляют собой шаг 

увеличения прочности в зависимости от класса бето-
на. После подстановки указанных коэффициентов в 
уравнение (2) зависимость максимального напряже-
ния    от прочности бетона и уровня поперечного 
обжатия примет вид:

 = 1 + (1,86 – 0,018Rb) ×

× η + (0,0133Rb – 1,526) × η2,              (4)

где η = (σb2⁄Rb).
Предельные кривые, построенные на основе урав-

нения (4), также представляют собой квадратные 
параболы, поскольку это уравнение является общим 
применительно к прочности бетона при двухосном 
сжатии в интервале классов от В20 до В40.

В отношении деформации сжатого бетона от 
уровня его поперечного обжатия деформации   , 
соответствующие максимальным напряжениям по 
направлению большего сжимающего усилия, с уве-

личением отношения σb2⁄Rb
 увеличиваются и при 

σb2⁄Rb
 = 0,4 на 56 % превышают деформации, соот-

ветствующие одноосному сжатию [19]. C дальнейшим 
увеличением указанного отношения положительное 
влияние второй составляющей напряжений (как и в 
случае с прочностью бетона) снижается [17, 19]. 

Предельная кривая деформаций (рис. 2) на основа-
нии проведенных опытов и исследований [17] пред-
ложена в виде:

 = 1 + 2,15 ×       – 1,95 ×  (       )
2

.        (5)

Коэффициенты уравнения (5) определялись из 
начальных условий

 = εbR  при σb2⁄Rb
 = 0;

 = 1,56 × εbR при σb2⁄Rb
   = 0,4;              (6)

 = 1,23 × εbR при σb2⁄Rb
   = 1,0.

Деформации в неразгруженном направлении εb3
 

также увеличивались с увеличением второй состав-
ляющей напряжений σb2 и при σb2⁄Rb

 = 0,4 превышали 
поперечные деформации, соответствующие одноос-
ному сжатию, в 2,3–2,4 раза.

Уравнения (2) и (4) позволяют определить параме-
тры вершин диаграммы «σb – εb» только в области 
«сжатие – сжатие». Между тем с точки зрения прак-
тики проектирования железобетонных конструкций 
целесообразно иметь замкнутую кривую на плоско-
сти главных напряжений. В качестве такой кривой, 
хорошо описывающей полученные результаты, а 
также результаты опытов [16, 17], проведенных для 
каждого из трех видов двухосного напряженного 
состояния, предложена цепная линия, проходящая 
через заданные точки А, В (рис. 3), расположенные 
на равнонаклонной осей главных напряжений с коор-
динатами, определяемыми из начальных условий: 

ха =                 = 1,73      ;  хb =                 = 0,07      (7)

ya = хa × tg0 = 0; yb = хb × tg0 = 0.
Предложенная кривая соответствует энергетиче-

ским положениям: форма, которую указанная линия 
принимает в состоянии равновесия, удовлетворяет 
экстремальному условию (координата центра тяже-
сти имеет наименьшее значение, что эквивалентно 
условию минимума потенциальной энергии кривой). 

Ðèñ. 2. Ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ äåôîðìàòèâíîñòè áåòîíà ïðè äâóõîñíîì ñæàòèè: 
∇ – îïûòû Ã. Êóïôåðà [17]; õ – îïûòû àâòîðîâ [19]
Fig. 2. The limiting curve of concrete deformability under biaxial compression: 
∇ – experiments of G. Kupfer [17]; x – experiments of the authors [19]

 
σb1

 
σb1_______

Rb

 
εb1

 
εb1_______

ε
 bR

 
εb1

σb2_______

Rb

σb2_______

Rb

σb1_______

Rb

σb1_______

Rb

 
εb1

 
εb1

1,23(σb1⁄Rb
)

__________
cos45°

0,05(σb1⁄Rb
)

__________
cos45°



Scientif ic and technical journal

173'2024

Среди линий, соединяющих указанные точки, цепная 
линия образует при вращении поверхность наимень-
шей площади. Такая поверхность, как известно, 
носит название «катеноид».

Уравнение цепной линии, полученное из условия 
минимума функционала

J = ∫    y   1 + y ҆2dx,

можно записать в виде

у + λ = с
1
 × ch        ,                          (8)

где λ – множитель Лагранжа.
Для определения постоянных c1, c2 и λ используют-

ся зависимости [16]

уb – уa = c
1
 (ch             – ch            );

уb + λ = c
1
 × ch             ;                        (9)

1 – ch         =     × [l2 – (уb – уa)
2],

где l – длина цепной линии (коэффициент c2, опреде-
ляющий смещение цепной линии относительно оси   
õ = 0, можно легко определить графическим способом).

После известных преобразований функции гипер-
болического конуса и определения указанных посто-
янных с учетом соотношений (10)

у =      × 1,41 – x,   x = 0,707 + 1,87 η  – 0,85 η 2,   0 ≤ η ≤ 1,

 x = 0,707 + 1,9 η  + 1,2 η 2,   –1 ≤ η ≤ 0, (10)

η =      ,    x = –0,045 + 0,417η + 1,6 η 2,    –0,1 ≤ η ≤ 0.

Уравнение (6) примет вид:

          × 1,41 – x = 1,37 – 0,63 × ch           .        (11)

Предельная поверхность (область сопротивления 
бетона) в соответствии с уравнением цепной линии 

Ðèñ. 3. Ïîâåðõíîñòü ïðî÷íîñòè áåòîíà íà ïëîñêîñòè ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (11): 
□ – îïûòû È.È. Êóëèêà [16]; ∇ – îïûòû Ã. Êóïôåðà [17]; î – îïûòû ÍÈÈÆÁ [18]; x – îïûòû àâòîðîâ [19]
Fig. 3. Concrete strength surface on the plane of main stresses based on equation (11):
□ – I. Kulik [16]; ∇ – G.Kupfer [17]; o – experiments of NIIZHB [18]; x – experiments of authors [19]
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является криволинейной с ребрами в меридиональ-
ном направлении и выпуклой, что соответствует 
постулату Друккера о неотрицательности прираще-
ния работы пластической деформации в процессе 
дополнительного нагружения. При разложении функ-
ции гиперболического косинуса в ряд уравнение 
цепной линии приобретает вид квадратной парабо-
лы. Подобные предельные кривые каждого из трех 
видов двухосного напряженного состояния, состыко-
ванные на плоскости главных напряжений в замкну-
тую кривую, также представляют собой квадратные 
параболы [16, 17]. Следовательно, уравнение указан-
ной поверхности является обобщением уравнения 
предельных кривых для каждого из трех видов пло-
ского напряженного состояния («сжатие – сжатие», 
«сжатие – растяжение», «растяжение – растяжение»). 
Причем в отличие от других условий прочности [12, 
13] завышения прочности в области «сжатие – сжа-
тие» в данном случае не наблюдается.

Âûâîäû
1. Предложенные предельные кривые и поверх-

ность прочности бетона на плоскости главных напря-
жений в форме катеноида достаточно точно отража-
ют поведение бетона в условиях равномерного и 
неравномерного плоского напряженного состояния.

2. Уравнение поверхности в форме катеноида 
является обобщением уравнений предельных кривых 
для каждого из трех видов плоского напряженного 
состояния («сжатие – сжатие», «сжатие – растяже-
ние», «растяжение – растяжение»). При этом завы-
шения прочности в области «сжатие – сжатие» в 
данном случае не наблюдается.
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